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i Como realmente estd constituida la materia?
» Leucipo y Demdcrito (Antigua Grecia, 460-370 a.C.): atomos
(indivisibles)
> Infinitos en nimero
> No se crean
» Eternos
» Objeto depende del tipo de dtomo
» 1700 , dos leyes de las reacciones quimicas
» Antoine Lavoisier y Marie Anne Paulze:ley de conservacién
de la masa
» Joseph Louis Proust: ley de las proporciones definidas
» Elementos: Tabla periédica (Dmitri Mendeleev 1869 - 2016

International Union of Pure and Applied Chemistry (IUPAC))
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Modelo atémico de Dalton (1800 )

» Elementos: formados por
particulas muy pequefas:
atomos

Fallas

> No vio: algunos dtomos

Los atomos de un elemento
son idénticos en medida,
masa y otras propiedades

Los atomos no pueden ser
subdivididos, creados o
destruidos

Los atomos de diferentes
elementos se pueden
combinar para formar
compuestos

En las reacciones quimicas

existen como méleculas
(02).

» Agua: HO, un dtomo por
cada elemento

» Oxigeno 5.5 (y después
7) veces mas pesado que
el hidrégeno.

Dalton’s Atomic Theory

@ 00 @

1 water molecule af
18 mass units each:

los atomos son combinados,
separados o reacomodados.

1 oxygen atorn at 16
mass units each =

2 hydrogen atoms at
1 mass units each =
18 mass uhits

16 mass units  + 2 mass units =



Modelo de J.J. Thomson

» Amedeo Avogadro (1811): La masa de
dos particulas gaseosas no afecta el
volumen que ocupan (mismo volumen
mismo ndmero de moléculas)

» J.J. Thomson (1897) descubrié el
electrén: rayos catédicos

» Los rayos catodicos estan formados de
particulas: " corplsculos” de masa 1800
veces mayor que el hidrégeno.

» Modelo del puding de ciruelas: electrones
incrustados en una nube de carga
positiva

Fallas

» Thomson: No reproduce las lineas
espectrales de los elementos en ese
entonces conocidos.

Thomson's atomic model




Lineas espectrales
» Emisién

» Absorcion

» continuo
L Continuous vs Discrete

emission spectrum

Cold Gas
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El atomo existel!l

» Robert Brown (1827): polen
se mueve en el agua

Brownian motion
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> Albert Einstein (1905):
Las méleculas del agua
golpetean continuamente
el polen (dio un modelo
matemdtico)

» Jean Perrin (1908):
Validacién experimental.
. p— = -~




Modelo atdomico de Rutherford

» Ernest Rutherford (1909): la mayoria de la masa y carga
positiva estd centrada en una fraccién muy pequena del
volumen del 4tomo

Fallas

» Electrones son particulas cargadas: giraran hacia el nucleo

» No puede explicar el espectro de emisién y absorcién

Inside an

Atom Electron

@) Derecting sareen Gold foil

—

Alpha particle — S &%
emitter

Nucleus




Modelo de Bohr

» Max Plank y Albert Einstein:

energia de la luz es emitida
y absorbida en cantidades
discretas (quantum).

> Niels Bohr (1913):
electrones solo pueden
orbitar el ntcleo en érbitas
circulares discretas.

> Se tiene emisién y absorcién

de energia de forma discreta.

Falla

» Solo puede predecir las
lineas espectrales del dtomo
de hidrégeno, pero no
completamente.

nucleus

electron orbits.
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Modelo cuantico

>

Louis de Broglie (1924): particulas
subatémicas se comportan también
como ondas.

Erwin Schrodinger (1926): describié el
movimiento de los electrones en el
atomo como ondas.

Da las descomposiciones espectrales
adecuadas

Las posiciones de los electrones en un
adtomo estdn dadas en términos de
probabilidades: cualquier distancia del
ntcleo, dependiendo de su energia es
mas probable de ser encontrado en
una regién que en otras: orbitales
atémicos.

Adicional: El neutrén fue descubierto
en 1932 por James Chadwick.

2s orbital Nucleus

2p orbitals

1s orbital

3s orbital
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Espectro de radiaciéon del Sol

Solar Radiation Spectrum

WV | Visible

Infrared —=

Sunlight at Top of the Atmosphere

5250°C Blackbody Spectrum

Radiation at Sea Level

Absorption Bands
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Spectral Irradiance (W/m?2/nm)
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Ecuacién de Schrodinger

B2 2(x, . 0Y(x,
S IIVD | v i) = in 20D

» 1(x, t) funcién de onda de una particulas.
» V/(x, t) el potencial de interaccién de la particula con sus
alrededores.
» h constante de Plank (sobre 27)
» m la masa de la particula.
Si V(x) (independiente del tiempo) — 1)(x, t) = 1)o(x)e™Et,
entonces: ec. de Schrédinger independiente del tiempo

2 200 (x
_%d 3})((’2( ) + V(x)(x, t) = Eto(x)

Hio(x) = Evo(x), H= 124 4 v(x)




» Estados de dispersion
» Energia: intervalo continuo.
> Los sistemas relativistas pueden ser
estudiados usando teoria de
perturbaciones

» Estados ligados

» Energia: valores discretos de energia
» Se manifiestan como polos en la

amplitud de dispersién del sistema (no Deuterium @ s BTrmum
teoria de perturbaciones) ! N/ H
» Relativistas: Bethe y Salpeter
Fusion

introdujeron una ec. para el estudio de

. L, . + reaction
sistemas con dos cuerpos, no es facil de
manejar (solo a primera aproximacién). Alpf}al / \
. , article
» Formalismo linea de mundo: una P + Neutron

alternativa para estudiar estos sistemas. i1 & n
2



Solucién a la ec. de Schrodinger

Depende de la forma de V/(x), el potencial del sistema.

1. Resolver la ec. diferencial (de forma exacta) si es posible.
2. Aproximacién analitica

2.1 Teoria de perturbaciones

2.2 Método variacional

2.3 Aproximacién de Born
24 ...

3. Aproximacién numérica

3.1 Diferencias finitas
3.2 Runge-Kutta



Formulaciones de la mecanica cuantica

En notacién bra-ket
» Formulaciéon de Schrodinger: Estados dependientes del
tiempo

Al(e)) = ih o (1),

» Formulacion de Heisenberg: Observables dependientes del
tiempo

d o i OA(t)
SAW) = I AW] + 52,

» Formulaciéon de Dirac: Operadores y estados dependientes
del tiempo

. d
ih— [$(£)) = Hing (£) [1(1))

. d
ih - A(t) = [A(t), Hol,

con H = Hy + V, Hin(t) = eli/MtHo \/ o(=i/R)tHo
> Integrales de camino (Feynman)



Representacion de Schrodinger: el propagador
(Con h =1)

A .0

Al(e) = i ()
Para V independiente del tiempo

e(8)) = e~ [y (0)),

donde |1(0)) satisfase la ec. de Schrodinger independiente del
tiempo

Hlyp(0)) = E|v(0)),

Descomposicion espectral del vector [¢(0))
1(0)) =len(0)><¢n(0)l¢(0)>+/dE|wE(0))(¢E(0)I¢(0)>-

Con lo que

[W(t)) =) et [y,(0)) (16n(0)]4(0)) + / dEe™ " |1 (0)) (e (0)[¥(0)).

n



En el espacio de posiciones esto se ve como

() = w000 = 3Tl Yn(0) (n(0) ¥(0)) + [ dEe™E (x| ve () (1 (0)|w(0)
= 2T clnlO) [ ) (1 a@)1o) + [ B e @) [ avin) i@

= [ oy ST x| (0 @1) r1(0)) + [y [ dEeTE (x| (0)) (we(@)1y) (r116(0)
= / dy [Ze*ffnfwn(x)w:(ywm + / dEe*"Efwm)w;(y)zzJ(y)]

vion) = [ay {Ze*"f"fwn(x)wmn / dEe*"E‘wE(xwz(y)] w(),
con 9(y,0) = %(y).

El propagador en la representacién de posiciones es

Kin(x,yi0) = 3D )i 0) + / dEeEpe () ().



Integrales de camino

El propagador también corresponde al valor de expectacién del operador de evolucién U(t) = e"'Ht, con
condiciones iniciales U(0) = 1, es decir,

—if
Ku(x, yit) = (xle ™" |y).

Para introducir integrales de camino (Feynman en 1948), dividamos en N partes iguales al operador de evolucién:
e:=t/N, e insertando (N — 1) descomposiciones de la unidad en el espacio de posiciones, 1 = [ dx|x) (x|

Kuloyit) = (xle™ /e ol

—ieHl —ieH —ieH
= xle ™ [y sl [ dabv—ad ozl - [ daba) Gale M)

y)

N—1 . N—1 i
= [ T @ ) ete™F by | TT Cgle™F-0) ) ©
i=1

j=1

donde se ha identificado xg = y y xy = x.



Con N descomposiciones de la unidad en el espacio de momentos, 1 = [ g—‘f_ [p)(p|
N—1 i don N—1 i
Ko yi )= [ | TT s | sle ™ [ S o omlbowv—a) | TT 051e ™" [ 1o i) |
i=1 j=1

N—1 N oy . N—1 .
:/ (H de) (1‘[ ;) Ole ™ M lon) (pulxy—1) (H <XJ\e*’E”\pj><pj\Xj,1>> :
i=1 j=1

k=1

N N ~ 22
Para N suficientemente grande, asumiendo que H = T + V = gm + V/(X), podemos usar la férmula de Trotter

ef/eH _ efleVe—/eT + 0(62) ~ efle\/effeT,

-2
(ieH) ‘..

1—ieH +
21

p,> ~ (xlp)) — ie(xj|Alp}) + O(e)

o
<Xj‘e N |Pj> = <Xj
ix;pj—ieH

= &P (1 — ieH(xj, pj) + 0(52)) = &P i



donde usamos que

a2
P
— + V(x
2m ®)

2 2 .
byl Filey) Pj> = [2% + V(Xj)] jlpj) = [2% + V(xj)] &™5Pi

<xj

H(xj, pj)e'xjpf

y (xjlpj—1) = e"Pi—1_ Por lo tanto, el propagador se reduce a
N

N—-1 N 2
dpy . = X1
Ky(x,y;t) = / H dx; H o exp | i E € |:pj (71 J ) ~om + V(x)
i=1 ™ j=1 m

k=1

Integrando sobre los momentos



N—1 m Y N Tmofx—x_1)\2
Ky(x,y;t) = / dx; (*) exp | i €| — (*) — V(x;
ey = [ TT o (5o 2oe5 2

=1 €

La nocién de integrales de camino viene al imaginar que los puntos x; son conectados por lineas, generando un camino continuo a
trozos que conecta y con x; por lo que la suma en la exponencial puede ser interpretada como la suma de Riemann de cierta
integral a lo largo del camino. Suponiendo un nimero infinito de puntos en el camino (¢ — 0)

’ 2
m (dx(t )) - vm] = ST,

2 dt’

Finalmente

x(t)=x )
Ku(x,y;t) = Dx(t) X0,
x(0)=y



Worldline numerics: espacio Euclideano
El propagador en el espacio de Minkowski (i = 1)

x(t)=x ot )
y> _ / Dx e Jo dt [%mx27V(x)]

Ku(x,y; t) = <X ’e_th (0)=y

Haciendo rotacion de Wick

t— —it!, t— —it =dt - —idt!, x> — —X°

La accién funcional

ol
Sate) 1 [ ot [2me? + Vi)
0
El propagador en el espacio Euclidiano
x(t)=x R
K(x,y; t):/ Dx o~ Jo dt'[3mx +V(X)]7
x(0)=y

La particula libre es descrita por el movimiento Browniano.



Implementacién numérica

Dividiendo el camino (linea recta + perturbacién)

X() =y + ()& +3(¢), 8(0) = (1) = 0 (Dirichler),

reescalando t’ = tu
5(1)=0 )
K(x.yit) = e a0 / N Do 5 Jo dud—t Jy duV(x(n)).
4(0)=0

La introduccién de lazos unitarios es de crucial importancia para

la eficiencia numérica
G(tu) =4 d (tu)
u):=+/—gl(tu
g —d



El propagador Euclideano

K(x,yit) = (%) 2 o BOyp <e—tf01 duV(x(u))>

x(u) = y+(X—y)U+\/Zq

((---)) denota el valor de expectacién con respecto a un ensamble
de lazos unitarios g(u) con distribucién de velocidades Gaussianas,

v _ JDPa(-)PHa(u)}] MW= oxo [ [ an®
(o) = I Pttt = e (- [ )

9




» Worldline numerics (ntimero finito de lazos, cada lazo tiene
un ndmero finito de puntos)

() — ,\1IIZ(-'-), qglu) =g eRY, i=1,...
{q}
pp!
Pl{q(u)}] — exp <—pr/ (qk — qk_1)2>
k=1

q(O) = q(l) =0—qo= qppI:0

» Fuentes de error
» numero finito de lazos: error estadistico.
» numero finito de ppl: error sistematico.

> Los algoritmos que usamos para generar lazos Gaussianamente
distribuidos y con condiciones de Dirichlet, estan inspirados en
los trabajos de H. Gies, K. Langfeld, P. Moyaerts y-otros en el

, ppl,



Lazos y caminos




Aplicacién: energia del estado base

» Descomposicidn espectral del propagador Euclidiano
Klxoyi0) = e unvi) + [ dee Evetuo)

» Limite asintético para tiempos grandes

Iim K(x,y;t) ~ _tE°¢8(X)¢O(Y)

t—o00
> La energia del estado base
Eo = — lim L In(K(x,y: t))
0= T Mg VY

» Sélo pocos potenciales tiene una forma cerrada para la
expresion de su propagador K, por ejemplo, oscilador
arménico.



Oscilador arménico en dimension d = 1

El potencial .

1
V(x) = Emw2x2,

Expresién analitica del propagador

[N

exp ( m_w [(y2 +x2)cosh(wt) — 2yx}) .

Kl yit) = (m) "2 ()

Numéricamente

1 m mw?
K(x,y;t) = (%) 2 eiﬁ(xiy)z <eit% j()l d”Xz> s o x(u) =y +(x—y)uty %q(tu).
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Diferentes niimeros de lazos. Con m=w =1y y = x = 0.

Egacto = 0.5.

Eo = 0.50002(3),

t € [5,19],



Variando los parametros




w = 3
Ey = 1.5005(5), te€][3,7]

Eéﬂxacto —15




Observaciones

» Para tiempos grandes los caminos se extiende tanto que no
pueden muestrear correctamente el potencial: Movimiento
Browniano.

> Aumentar N; = mayor intervalo de compatibilidad y crece la
ventana para estimar la energia del estado base.

» Aumentar pp/ no ayuda para extender la ventana.
» Para pardmetros y y x alejados del foco del potencial, el
problema para tiempos grandes es mds notorio.

» Entre mds grande es w mds corta se vuelve la ventana donde
podemos estimar la energia del estado base.



Oscilador arménico en 2 y 3 dimensiones

2
o MW .
V(X) = T|X\2, con X € RY.
La representacién analitica de propagador en el espacio Euclidiano

S€ ve como

Nl

K(Z. 7 1) — mw m w 2 2 h o7 . %
®7i0) = g ) e (=5 g (177 + R cosh(wr) =27 5] )

con energias

=
q><1
<,
I
1]
/N
N
33
¥
N——
o
|
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B
|
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|
B
N\E
¥
Sn
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e
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|
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o
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d| Eo Enum t (intervalo)
105 |050002(3) | [5 19]
2 | 1.0 | 1.0007(3) [5,19]
3 1.5 | 1.5003(4) [5,13]

El problema para tiempos grandes es mas remarcado conforme

aumenta la dimensién.




El potencial de Posch-Teller modificado

» estados ligados y
estados de
dispersién

> v es el nimero de
estados ligados
2
a* v(r+1)
Vix)=———5—>, vel
) 2m cosh?(ax)
La expresién analitica Euclidiana para el propagador (t — o0)

2

2v —n)l a2t (), 32 _ _
K(x,y;t) = a Z(y —n) ( ) pnCApS, i Cant) tP:Z V(tanh(ay))Pl'l ¥ (tanh(ax))
n!
2
o 7 (- En=—2 (v —n)> =0,1,2 v—1
7 P 2a2t(>< y?), En= 2m(v n°, n=012..., .

La representacién numérica

mNE —mey? [
K(X,yit):(§> e 2t e

u(l/+l) P

du‘ﬁ
0 cosh?(a )>7 X(U):y-*-(x—y)u-%—y/iq-
m



v =1, un estado ligado

[T I r]
- )
1.2+ o Numerics 1
——— Bound i
B — . — — Scattering i 7
1= Analytical ! _
08—
v L
0.6 —
04
02
o —— e g T T \ 5

0 5 10 15 20
t



In(K)

3:1, m:17
1/:]_’ y:X:0
Eo = —0.4999(1), t € [9,20]

i % 30 %0 30 @
: Eéi]xacto =05



Potencial de Yukawa
» El potencial

» Fuerza entre el neutrén y el -«
protén (Yukawa). -of

» Electrdlitos y coloides
(Debye-Hiickel).

» Part. cargada en mar de e~
(Thomas-Fermi).

» Las energias del sistema no

se conocen de forma exacta

(excepto el caso p = 0).

» Su ec. de Schrodinger no
tiene solucién analitica.

» 1 = 0 = potencial de
Coulomb.

» El ndimero de estados
ligados es finito o
cero.

» Singularidad del
potencial en r = 0.



Teoria de perturbaciones a quinto orden y método
variacional

La energia del estado base como funcién de p

0 i

/
—-—= 0H
----- AH'
— — = Var
0.1 Lit N
0.2 — —
o /’/
& . s
00 /;»{ B
03— —
=003 // ’
s
0o 7’
4 AH
04 ] (o i |
oosl- -
; o ]
| | | | * | |
-0.5 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Las curvas del método variacional y de la perturbacién a quinto
orden estan de acuerdo cercanamente.



Estimacidn numérica

» El potencial de Yukawa es un potencial singular
> La representacién numérica del propagador

3 _
m 5 _miz_v2 ‘1, e M
K(Z, ;1) = (7) 2 g2t 1X7 <eta Jo dus— > r=|%(u)| =

» Tiene skyscrapers.

» Disipamos los skyscrapers aplicando smoothing.




Skyscrapers
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» Smoothing no cambia la fisica del sistema.

» Los Skyscrapers desaparecen.



w

Resultados numéricos

[ © Eg’ert Egum Eg"lt Intervalo-t
0.0 —0.5 —0.502(2) —0.5 7,15
0.1 —0.407 —0.407(1) —0.407 7,15

[ 0.15 —0.365 —0.367(2) - 7,15
0.2 —0.327 —0.328(2) —0.327 7,15
0.25 —0.291 —0.290(1) —0.291 7,15

r 05 | —0.146 | —0.146(2) | —0.148 9,15

Aumentar el pardmetro de apantallamiento, disminuye la ventana
para estimar la energia del estado base.



Conclusiones

» Usando worldline numerics somos capaces de estimar el
propagador, en principio, para cualquier sistemas que puede
ser continuado analiticamente al espacio Euclidiano.

» Numéricamente, el intervalo para el cual el estado base
domina es finito.

» Aumentar el nimero de caminos ayuda a incrementar ese
intervalo.

» Como aplicacién: fue posible encontrar una ventana en el
tiempo para estimar, con buena precision, la energia del
estado base para diferentes sistemas.

» Es posible manejar la singularidad de potenciales singulares:
smoothing.
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