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Ecuaciones de Newton-Lagrange
Las ecuaciones de Newton (en R™) para el caso conservativo
F = —gradV (q),
se pueden expresar a partir de una funcién escalar, el Lagrangiano
L=T-V =24l - V().

como un conjunto de n ecuaciones (desde ahora, 1 <i <n)

oL _ EOL B
d¢t  dtog
Las cantidades
o oL
p’L - aql

son los momentos candnicos conjugados a las variables ¢'.
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Mecdanica Hamiltoniana

Suponiendo que el Lagrangiano es regular, las velocidades ¢* se pueden

expresar en funcién de los momentos p; y podemos formar el Hamiltoniano

H(q,p) =q-p— L.
Si en el dlgebra C°>°(IR?") se introduce el corchete de Poisson

_9f99 0f 9g
gt = dq' Op;  Op; O¢

se pueden reexpresar las ecuaciones dindmicas como

5 OH
e opi
. OH
b= 9q;
En general, la evolucién de cualquier observable f = f(q,p) sera
df
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El caso de campos

La teoria expuesta funciona también en el caso de campos. En este caso,
las variables son aplicaciones del tipo ¥ : R™ — FE, donde FE es la unién

disjunta de espacios vectoriales sobre cada punto F = queR" Eq.
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El caso de campos

La teoria expuesta funciona también en el caso de campos. En este caso,
las variables son aplicaciones del tipo ¥ : R™ — FE, donde FE es la unién
disjunta de espacios vectoriales sobre cada punto F = quRn Eq.

En términos mas generales, el espaciotiempo serd una variedad M en lugar
de R™, y E serd un fibrado vectorial sobre M. Los campos fisicos, como ),
se interpretan entonces como secciones diferenciables del fibrado, v € TE.
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El caso de campos

La teoria expuesta funciona también en el caso de campos. En este caso,
las variables son aplicaciones del tipo ¥ : R™ — FE, donde FE es la unién
disjunta de espacios vectoriales sobre cada punto F = quRn Eq.

En términos mas generales, el espaciotiempo serd una variedad M en lugar
de R™, y E serd un fibrado vectorial sobre M. Los campos fisicos, como ),
se interpretan entonces como secciones diferenciables del fibrado, v € TE.
Por ejemplo, definimos ‘H = w,d99® — L, donde ahora los momentos
conjugados son (con (2°, z*) coordenadas locales en M, 2 actuando
como pardmetro temporal, y ¢ = 1)%s,, con s, una base local de T'E)

_oc
TGRS
y las ecuaciones de Hamilton
4 OH
Y= " om,
. OH 5 < OH )
T g Y\ 900
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Cuantizacién

Quisiéramos asociar a ¢, p; (y, en general, a cada observable f = f(q, p))

unos operadores autoadjuntos Q?, P;, en un espacio de Hilbert adecuado
X, de manera que, si

[A,Bj]=AoB—-BoA

es el conmutador de End¢(X), se tenga un morfismo entre las dlgebras de
Poisson (COO(R2n)7 {'7 }) y (End(C(X)v ['a ])
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Cuantizacién

Quisiéramos asociar a ¢, p; (y, en general, a cada observable f = f(q, p))
unos operadores autoadjuntos )°, P;, en un espacio de Hilbert adecuado
X, de manera que, si

[A,Bj]=AoB—-BoA
es el conmutador de End¢(X), se tenga un morfismo entre las dlgebras de
Poisson (COO(Rzn)a {'7 }) y (End(C(X)v ['a ])

En roman paladino, esto quiere decir que si {qi,pj} = 5; entonces debe
ser [Q, Pj] = —ihé;, y a f(q,p) le debe corresponder el operador
f(Q,P). En el caso de campos, la correspondencia implica que debe
cumplirse [¥ (2%, x), (20, y)] = —ihd(x — y).
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Cuantizacién

Quisiéramos asociar a ¢, p; (y, en general, a cada observable f = f(q, p))
unos operadores autoadjuntos )°, P;, en un espacio de Hilbert adecuado
X, de manera que, si

[A,Bj]=AoB—-BoA

es el conmutador de End¢(X), se tenga un morfismo entre las dlgebras de
Poisson (COO(Rzn)a {'7 }) y (End(C(X)v ['a ])

En roman paladino, esto quiere decir que si {qi,pj} = 5; entonces debe
ser [Q, Pj] = —ihé;, y a f(q,p) le debe corresponder el operador
f(Q,P). En el caso de campos, la correspondencia implica que debe
cumplirse [¥ (2%, x), (20, y)] = —ihd(x — y).

Esto, en general, no es posible. Pero funciona para el oscilador arménico
(observables polinomiales cuadraticos, o para el caso arbitrario en un
espacio de fase plano) y esto es suficiente para hacer teoria aproximada.
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Ligaduras

Una ligadura es una relacién entre las variables dindmicas (bien entre ¢’ y
pi, 0 bien entre Y% y 7,). Las ligaduras estan intimamente relacionadas
con el problema de definir los momentos conjugados.
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Ligaduras

Una ligadura es una relacién entre las variables dindmicas (bien entre ¢’ y
pi, 0 bien entre Y% y 7,). Las ligaduras estan intimamente relacionadas
con el problema de definir los momentos conjugados.

,—I Ejemplo l A

El Lagrangiano del campo electromagnético sin fuentes es

1 1
— P B = 5(E2 - B?),

L=
siendo F,, = 0,4, -0, A, E = —A-VA" B=VxA. Las ecua-
ciones de movimiento son las de Maxwell, 9, F*" =0, pero al tratar
de construir el Hamiltoniano, £ no depende de A9, asi que mg = 0.




Ligaduras

Una ligadura es una relacién entre las variables dindmicas (bien entre ¢’ y

pi, 0 bien entre Y% y 7,). Las ligaduras estan intimamente relacionadas
con el problema de definir los momentos conjugados.

,—I Ejemplo l

El Lagrangiano del campo electromagnético sin fuentes es

L= —iF””FW = %(EQ - B?),
siendo F,, = 0,4, -0, A, E = —A-VA" B=VxA. Las ecua-
ciones de movimiento son las de Maxwell, 9, F'*" = 0, pero al tratar
de construir el Hamiltoniano, £ no depende de AO, asi que my = 0.
No todas las ecuaciones Lagrangianas se pueden poner en forma
Hamiltoniana. Algunas deben incluirse como ligaduras (y reciproca-
mente: al incluir ligaduras como variables mediante el método de
Lagrange, éstas carecen de momentos asociados).

.
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Formalismo BRST

Una manera de evitar el problema planteado por las ligaduras (formalismo
BRST) consiste en introducir variables que anticonmutan. Esto implica
utilizar unos campos (llamados fantasmas o ghosts) que cumplen unas
relaciones espin-estadistica no fisicas. Su ‘tiempo de vida' debe ser inferior
al previsto por las relaciones de incertidumbre de Heisenberg, de manera
que tales campos no sean observables. Es decir, junto con estos campos
hay que proporcionar un mecanismo para aniquilarlos.
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utilizar unos campos (llamados fantasmas o ghosts) que cumplen unas
relaciones espin-estadistica no fisicas. Su ‘tiempo de vida' debe ser inferior
al previsto por las relaciones de incertidumbre de Heisenberg, de manera
que tales campos no sean observables. Es decir, junto con estos campos
hay que proporcionar un mecanismo para aniquilarlos.

Para tratar de manera unificada con unos campos que conmutan y otros
que anticonmutan, es adecuado introducir campos que tomen valores en
fibrados vectoriales graduados. Un ejemplo sencillo de este tipo de fibrados
lo proporciona el fibrado exterior asociado a un fibrado vectorial. Sus
secciones son objetos ¢ € T(A®E) = N(AQE o AWE).
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Una manera de evitar el problema planteado por las ligaduras (formalismo
BRST) consiste en introducir variables que anticonmutan. Esto implica
utilizar unos campos (llamados fantasmas o ghosts) que cumplen unas
relaciones espin-estadistica no fisicas. Su ‘tiempo de vida' debe ser inferior
al previsto por las relaciones de incertidumbre de Heisenberg, de manera
que tales campos no sean observables. Es decir, junto con estos campos
hay que proporcionar un mecanismo para aniquilarlos.

Para tratar de manera unificada con unos campos que conmutan y otros
que anticonmutan, es adecuado introducir campos que tomen valores en
fibrados vectoriales graduados. Un ejemplo sencillo de este tipo de fibrados
lo proporciona el fibrado exterior asociado a un fibrado vectorial. Sus
secciones son objetos ¢ € T(A®E) = N(AQE o AWE).

Para eliminar el efecto no fisico de los campos fantasmas, se necesita el
llamado operador BRST, S : T(AR E) — T(Ak+1mod2 gy "que debe
cumplir la condicién de nilpotencia (en absoluto evidente)

18,8 = L(So S — (~1)11S 0 §) = 52 = 0.
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Cohomologia BRST

La cuantizacién de una teoria de campos con ligaduras conduce de manera
natural a la consideracién de una cohomologia sobre I'(A®E) (en general,
teniendo en cuenta la Z—gradacién, no sélo la Zs—gradacién), donde el
operador relevante es S, que tiene Z—grado +1.
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Cohomologia BRST

La cuantizacién de una teoria de campos con ligaduras conduce de manera

natural a la consideracién de una cohomologia sobre I'(A®E) (en general,

teniendo en cuenta la Z—gradacién, no sélo la Zs—gradacién), donde el

operador relevante es S, que tiene Z—grado +1.

El fibrado exterior I'(A®E) suele poseer una estructura adicional, la de una

superalgebra de Poisson.

Una R—algebra graduada A = @pez AP, cuyo producto denotaremos por

A, se dice que es una superalgebra de Poisson (de grado k) si existe un

corchete [-,-] : AP x A9 — APTIHF ta] que

(a) (A,[-,]) es una superalgebra de Lie, en particular, para cualesquiera
A€ A%, Be Ab, C € A° se tiene la ‘identidad de Jacobi’

[A,[B,CT] = [[4, B], C] + (=1) "M [B, [4, C]1.
(b) Se cumple la ‘regla de Leibniz’

[A,B A C) =[A B]AC+(-1)+RPB A [A,C].
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Ejemplos

(1) E=TM. El fibrado exterior A*T'M es el de los multivectores sobre
M, que estd provisto del corchete de Schouten: si A € A“TM,
B € A’TM, [A, B] € A%T*~ITM es el elemento tal que
[La,iB] = i[a,pB]- Es una superdlgebra de Poisson de grado k = —1.
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Ejemplos

(1) E=TM. El fibrado exterior A*T'M es el de los multivectores sobre
M, que estd provisto del corchete de Schouten: si A € A“TM,
B € AY'TM, [A, B] € A~ ITM es el elemento tal que
[La,iB] = i[a,pB]- Es una superdlgebra de Poisson de grado k = —1.
(2) E=g®g* con g un dlgebra de Lie. La estructura de superélgebra de
Poisson se obtiene definiendo el corchete sobre los generadores y
extendiendo a todo A°®(g @ g*) como una derivacién de grado —1.
Asi,si XY €gya,( € g

[[O‘vX]]:O‘(X):[[X>O‘]]7 [[X,Y]]:():[[a,ﬁ]].
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B € AY'TM, [A, B] € A~ ITM es el elemento tal que
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(2) E=g®g* con g un dlgebra de Lie. La estructura de superélgebra de
Poisson se obtiene definiendo el corchete sobre los generadores y
extendiendo a todo A°®(g @ g*) como una derivacién de grado —1.
Asi,si XY €gya,( € g

[[O‘vX]]:O‘(X):[[X>O‘]]7 [[X,Y]]:():[[a,ﬁ]].

Salvo producto tensorial por un factor con gradacién trivial C*°(M),
este es el espacio que aparece en la formulacién original de BRST.
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Ejemplos

(1)

E =TM. El fibrado exterior A*T'M es el de los multivectores sobre
M, que estd provisto del corchete de Schouten: si A € A“TM,
B € AY'TM, [A, B] € A~ ITM es el elemento tal que
[La,iB] = i[a,pB]- Es una superdlgebra de Poisson de grado k = —1.
E =g®g* con g un algebra de Lie. La estructura de superalgebra de
Poisson se obtiene definiendo el corchete sobre los generadores y
extendiendo a todo A°®(g @ g*) como una derivacién de grado —1.
Asi,si XY €gya,( € g

[o, X] = a(X) = [X,a], [X,Y]=0=[a,p].
Salvo producto tensorial por un factor con gradacién trivial C*°(M),
este es el espacio que aparece en la formulacién original de BRST.
E =T*M cuando (M,{-,-}) es una variedad de Poisson. De nuevo se

tiene una superdlgebra de Poisson de grado k = —1 al definir sobre los
generadores de Q(M) = A*T*M:

[f,9l =0, [f.dgl={f.g}, [df,dg] =d{f.g}.
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Algebroides de Lie

Queremos generalizar las caracteristicas comunes de los ejemplos
anteriores.
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Algebroides de Lie

Queremos generalizar las caracteristicas comunes de los ejemplos
anteriores.

r—| Definicién l \
Un algebroide de Lie es un triple (E,[-,+],q), donde E — M es
un fibrado vectorial real sobre la variedad M, [-,] : TE xTE —
I'E es un corchete de Lie en el C*°(M)—médulo de las secciones

de E,y q: F — TM es un morfismo de fibrados tal que, para
cualesquiera f € C>*(M), A,B €TE,

[A, fB] = f[A, Bl + 4A(f)B.
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anteriores.

\.

r-' Definicidon l

Un algebroide de Lie es un triple (E,[-,+],q), donde E — M es
un fibrado vectorial real sobre la variedad M, [-,] : TE xTE —
I'E es un corchete de Lie en el C*°(M)—médulo de las secciones
de E,y q: F — TM es un morfismo de fibrados tal que, para
cualesquiera f € C*(M), A,B €TE,

[A, fB] = f[A, Bl + 4A(f)B.

J

Consecuencia: g : 'E — I'T'M es también un morfismo de algebras de Lie

(donde en I'T'M se considera el corchete de Lie de campos vectoriales).
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Queremos generalizar las caracteristicas comunes de los ejemplos
anteriores.

\.

r-' Definicidon l

Un algebroide de Lie es un triple (E,[-,+],q), donde E — M es
un fibrado vectorial real sobre la variedad M, [-,] : TE xTE —
I'E es un corchete de Lie en el C*°(M)—médulo de las secciones
de E,y q: F — TM es un morfismo de fibrados tal que, para
cualesquiera f € C*(M), A,B €TE,

[A, fB] = f[A, Bl + qA(f)B.

J

Consecuencia: g : 'E — I'T'M es también un morfismo de algebras de Lie

(donde en I'T'M se considera el corchete de Lie de campos vectoriales).

Ejercicio: jCudl es la estructura de algebroide de los ejemplos anteriores?.

José A. Vallejo — Algebra, Geometria y Fisica

10/15



Operadores diferenciales en algebroides

Supongamos un algebroide de Lie (E, [, ], q). Definimos un operador
D : T(APE*) — T(APYLE*) imitando las propiedades de d:

{Df(A) = qA(f)
Da(A, B) = qA(a(B)) — ¢B(a(A)) — o([A, B)),

para todos f € C®°(M),a € T(A'E*), A, B € TE, y extendiendo a
I'(A®E*) como una derivacién de Z—grado 1.
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Operadores diferenciales en algebroides

Supongamos un algebroide de Lie (E, [, ], q). Definimos un operador
D : T(APE*) — T(APYLE*) imitando las propiedades de d:

{Df(A) = qA(f)
Da(A, B) = qA(a(B)) — ¢B(a(A)) — o([A, B)),

para todos f € C®°(M),a € T(A'E*), A, B € TE, y extendiendo a
I'(A®E*) como una derivacién de Z—grado 1.

Teorema

D es un operador de cohomologia, esto es,

D? = %[D,D] = %(D oD—(-1)"'DoD)=0.
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Cuando E = TM vy [, es el corchete usual de Lie de campos vec-
toriales, el operador inducido en I'(A*TM*) = Q(M) es la diferencial
exterior d.
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Cuando E = TM vy [, es el corchete usual de Lie de campos vec-
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Es bien conocido que
d= Ly

donde Id : TM — T'M es el morfismo identidad.
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Cuando E = TM vy [, es el corchete usual de Lie de campos vec-
toriales, el operador inducido en I'(A*TM*) = Q(M) es la diferencial
exterior d.

Es bien conocido que
d= Ly

donde Id : TM — T'M es el morfismo identidad.

Pregunta 1: jPodemos generalizar una férmula de este tipo?.
Pregunta 2: jPodemos clasificar de alguna manera los operadores de
cohomologia inducidos por algebroides de Lie?.

La respuesta a la primera pregunta es facil. Para la segunda, se tienen
algunos resultados parciales.
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r-' Teorema } N

Sean m : F' — M fibrado vectorial, § € Derl'(AF), y V conexién
lineal en F™*. Entonces, existen unos campos tensoriales (nicos, K €
NF®TM)y LeT(A2F ® F*), tales que

6=V +ir.
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r-' Teorema } N

Sean m : F' — M fibrado vectorial, § € Derl'(AF), y V conexién
lineal en F™*. Entonces, existen unos campos tensoriales (nicos, K €
NF®TM)y LeT(A2F ® F*), tales que

6=V +ir.

. J

r-' Teorema l N

Sea el algebroide (E, [, ],q). Dada una conexién simétrica V en E, el
operador de cohomologia D se descompone como

D = Vq + Y:LV,
donde LY € T(A%2E* ® E), la g—torsién de V, es (para A, B € TE):

LY(A,B) =V,4B - V,sA—[A, B].

. J
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La relacién entre el corchete de Lie sobre las secciones de un algebroide de
Lie y el correspondiente operador diferencial D, es reversible. Se puede
definir [A, B] mediante:

a([4, B]) = ¢A(a(B)) — ¢B(a(A)) — Da(A, B).
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La relacién entre el corchete de Lie sobre las secciones de un algebroide de
Lie y el correspondiente operador diferencial D, es reversible. Se puede
definir [A, B] mediante:

a([4, B]) = ¢A(a(B)) — ¢B(a(A)) — Da(A, B).

r-' Teorema } \

Sea N : TTM — I'T'M un endomorfismo de fibrados invertible. Enton-
ces, una derivacion de la forma

D = Ly + iz, € Der'Q(M),

(con L € Q%(M;TM)) es de cuadrado nulo, de manera que determina
un algebroide en T'M, si y sélo si

L=—-N"1Ty,

donde Ty es la torsién de Nijenhuis de V.

. J
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r-' Corolario l \

Si N es una estructura casi-compleja o casi-producto, los tinicos opera-
dores de la forma D = Ly + iz, que son de cuadrado nulo (D? = 0),
son aquellos para los cuales

L=—-N"lTy.
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r-' Corolario l \

Si N es una estructura casi-compleja o casi-producto, los tinicos opera-
dores de la forma D = Ly + iz, que son de cuadrado nulo (D? = 0),
son aquellos para los cuales

L=—-N"lTy.

Trabajando un poco mds, se puede obtener un resultado andlogo para el
caso en que N no es invertible, por ejemplo, para estructuras
casi-producto. De esta forma, se tienen resultados que cubren las Ilamadas
csp estructuras, intimamente relacionadas con las geometrias complejas
generalizadas y los algebroides de Courant...
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