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“La Irrazonable Eficacia de las Matematicas” (1960)

@ ;Por qué sirven las matematicas en la fisica y
en otras ciencias? ;jEs algo que debe
sorprendernos?

Eugene
Wigner
(1902-1995)
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“La Irrazonable Eficacia de las Matematicas” (1960)

@ ;Por qué sirven las matematicas en la fisica y
en otras ciencias? ;jEs algo que debe
sorprendernos?

@ ;Son (nicos nuestros modelos matematicos?

@ “Estamos en la posicién de alguien a quien le
dieron un manojo de llaves y quien, teniendo
que abrir varias puertas en seguida, siempre
escoge la llave correcta en el primer o segundo
intento. Se volvid escéptico en cuanto a la
unicidad de la coordinacién entre llaves y
puertas.”

Eugene
Wigner
(1902-1995)
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“La Irrazonable Eficacia de las Matematicas” (1960)

@ ;Por qué sirven las matematicas en la fisica y
en otras ciencias? ;jEs algo que debe
sorprendernos?

@ ;Son (nicos nuestros modelos matematicos?

@ “Estamos en la posicién de alguien a quien le
dieron un manojo de llaves y quien, teniendo
que abrir varias puertas en seguida, siempre
escoge la llave correcta en el primer o segundo
intento. Se volvid escéptico en cuanto a la
unicidad de la coordinacién entre llaves y

\E\I;igi': puertas.”
(19%2_1995) @ “...el hecho de que tantas teorias las cuales

sabemos que son falsos den lugar a resultados
tan precisos es un factor adverso.”

Matthew Dawson Los grupos de Lie y la mecdnica cudntica



“La Irrazonable Eficacia de las Matematicas” (1960)

@ “...sin principios de invariancia parecidas a las que salen de
una generalizacidén de las observaciones de Galileo, la fisica no
seria posible.”
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“La Irrazonable Eficacia de las Matematicas” (1960)

@ “...sin principios de invariancia parecidas a las que salen de
una generalizacidén de las observaciones de Galileo, la fisica no
seria posible.”

o En 1948, Eugene Wigner clasificé las representaciones
unitarias irreducibles de energia positiva, dando lugar a la
clasificacién de particulas por espin y masa.
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Una Vuelta Hacia Atras

@ Inventd los grupos de Lie para estudiar las
simetrias de ecuaciones diferenciales.

Sophus Lie
(1842-1899)
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Una Vuelta Hacia Atras

@ Inventd los grupos de Lie para estudiar las
simetrias de ecuaciones diferenciales.

| @ Un grupo de Lie es una variedad suave que

también es un grupo, donde el producto y la

inversion del grupo son mapeos suaves.

Sophus Lie
(1842-1899)
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Una Vuelta Hacia Atras

@ Inventd los grupos de Lie para estudiar las
simetrias de ecuaciones diferenciales.

| @ Un grupo de Lie es una variedad suave que
también es un grupo, donde el producto y la
inversion del grupo son mapeos suaves.

@ Basicamente son “familias continuas de
simetrias’ .

Sophus Lie
(1842-1899)
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Ejemplos de Simetrias: Traslaciones

@ Traslacién de R por un ndmero real a:

75 R—=> R

Ta(x) =x+ a

Matthew Dawson Los grupos de Lie y la mecdnica cudntica



Ejemplos de Simetrias: Traslaciones

@ Traslacién de R por un ndmero real a:

75 R—=> R

Ta(x) =x+a
@ Hacer dos traslaciones consecutivas produce otra traslacién:

Ta(Tp(x)) = Ta(x + b) = x+ b+ a

= Ta+b(X)
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Ejemplos de Simetrias: Traslaciones

@ Traslacién de R por un ndmero real a:

75 R—=> R

Ta(x) =x+a

@ Hacer dos traslaciones consecutivas produce otra traslacién:

Ta(Tp(x)) = Ta(x + b) = x+ b+ a

= Ta+b(X)

@ De hecho, escribimos:
Ta©OTp = Ta+b
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Ejemplos de Simetrias: Traslaciones

@ No hacer nada es una traslacion:

To(x) = x

TOOCTa =Ta07T0 =Ta
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Ejemplos de Simetrias: Traslaciones

@ No hacer nada es una traslacion:

To(x) = x

ToOTa =Ta0T0 = T,

@ Se puede deshacer una traslacién mediante otra traslacién:

T a(ta(x)) =x+a—a=x
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Ejemplos de Simetrias: Traslaciones

@ No hacer nada es una traslacion:

To(x) = x

TOOCTa =Ta07T0 =Ta

@ Se puede deshacer una traslacién mediante otra traslacién:
T_a(ma(x)) =x+a—a=x

@ No necesitamos paréntasis para componer tres 0 mas
traslaciones:

(Ta o 7'b) OTc = Tatbt+c = Ta® (Tb o Tc)
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Ejemplos de Simetrias: Traslaciones

@ Realmente las “traslaciones” son los niimeros reales en disfraz:
a& T,

y tenemos

TaOTp = Tatb

@ Decimos que el grupo de las traslaciones es isomorfo a R.
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Ejemplos de Simetrias: Rotaciones

e Las rotaciones del plano R?: SO(2)
e Las rotaciones del espacio R3: SO(3)
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Ejemplos de Simetrias: Rotaciones

e Las rotaciones del plano R?: SO(2)
e Las rotaciones del espacio R3: SO(3)

@ De hecho, las rotaciones preservan el producto punto de
vectores: si T € SO(3) y si
u = (u1, U, u3),v = (v1, v2,3) € R3 son vectores, entonces:

u-v="T(u) T(v)

@ Las transformaciones que preservan el producto punto se
llaman transformaciones ortogonales y forman los grupos
0(2),0(3), etc. (incluyen simetrias de espejo que no son
rotaciones)
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Mas sobre las rotaciones

@ En general, las rotaciones en R"” siempre son mapeos lineales
de R" a R".
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Mas sobre las rotaciones

@ En general, las rotaciones en R"” siempre son mapeos lineales
de R" a R".

@ Se representan con matrices n X n reales.
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Mas sobre las rotaciones

@ En general, las rotaciones en R"” siempre son mapeos lineales
de R" a R".
@ Se representan con matrices n X n reales.

@ De hecho:

O(n) ={X e M(nR) | X"X =1}
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Mas sobre las rotaciones

En general, las rotaciones en R” siempre son mapeos lineales
de R" a R".

Se representan con matrices n X n reales.

De hecho:

(]

O(n) ={X e M(nR) | X"X =1}

@ Las rotaciones son las transformaciones ortogonales sin
reflexiones:

SO(n) ={X € M(n,R) | XTX =1y detX =1}
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Ejemplos de Simetrias: Traslaciones en R3

o Traslacién de R3 por un vector a = (ay, a2, a3):

Ta R - R3

Ta(X7y7Z) :(X+ a,y+a,z+ ‘93)'
@ De hecho, se puede demostrar que
Ta©Th = Ta+b

o jLas traslaciones de R3 representan una copia de los vectores
R3 en disfraz!
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Un Producto Semidirecto

@ Se puede combinar traslaciones con rotaciones para obtener
un nuevo grupo:

R3 % SO(3) = {mor|acR3yresSO(3)}
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Un Producto Semidirecto

@ Se puede combinar traslaciones con rotaciones para obtener
un nuevo grupo:

R3 % SO(3) = {mor|acR3yresSO(3)}

@ Si v € R3, entonces

(racr)(v)=r(v)+a
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Un Producto Semidirecto

@ Se puede combinar traslaciones con rotaciones para obtener
un nuevo grupo:

R3 % SO(3) = {mor|acR3yresSO(3)}

@ Si v € R3, entonces

(racr)(v)=r(v)+a

@ En general,
TaOFr £ roT,
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Un Producto Semidirecto

@ Se puede combinar traslaciones con rotaciones para obtener
un nuevo grupo:

R3 % SO(3) = {mor|acR3yresSO(3)}

@ Si v € R3, entonces

(racr)(v)=r(v)+a

@ En general,
TaOFr £ roT,

@ jTenemos un grupo no conmutativo!
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Simetrias del Espaciotiempo

@ El espaciotiempo consiste en todas las comnbinaciones de
tiempo y ubicacién espacial:

R*=R x R3
= {(t7x7.y7z) ‘ t7X7y7Z€R}

@ Las leyes de la fisica deben quedar invariantes bajo traslaciones
temporales, traslaciones espaciales y rotaciones espaciales:

R x (R3 x SO(3))
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Simetrias del Espaciotiempo

@ Relatividad Segtin Galileo: también las leyes de la fisica deben
estar invariantes bajo una traslacién de velocidades (sélo las
velocidades relativas son importantes).

Matthew Dawson Los grupos de Lie y la mecdnica cudntica



Simetrias del Espaciotiempo

@ Relatividad Segtin Galileo: también las leyes de la fisica deben
estar invariantes bajo una traslacién de velocidades (sélo las
velocidades relativas son importantes).

@ Relatividad Segtin Einstein: la velocidad de la luz ¢ es la
misma en cada marco de referencia.
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Simetrias del Espaciotiempo

@ Relatividad Segtin Galileo: también las leyes de la fisica deben
estar invariantes bajo una traslacién de velocidades (sélo las
velocidades relativas son importantes).

@ Relatividad Segtin Einstein: la velocidad de la luz ¢ es la
misma en cada marco de referencia. (Vamos a poner ¢ = 1.)
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Simetrias del Espaciotiempo

@ Producto interno de Minkowski:
(v,w) = titr — X1X0 — Y12 — 2122

siv=(t1,x1,y1,21) y W = (t2, X2, Yo, 22)
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Simetrias del Espaciotiempo

@ Producto interno de Minkowski:
(v,w) = titr — X1X0 — Y12 — 2122

siv=(t1,x1,y1,21) y W = (t2, X2, Yo, 22)
@ En particular:

2 2

(vyv)=t2—x*—y?> 7

donde v = (t, x, y, z).

Matthew Dawson Los grupos de Lie y la mecdnica cudntica



Simetrias del Espaciotiempo

@ Producto interno de Minkowski:
(v,w) = titr — X1X0 — Y12 — 2122

siv=(t1,x1,y1,21) y W = (t2, X2, Yo, 22)

@ En particular:

2 2

(vyv)=t2—x*—y?> 7

donde v = (t, x, y, z).
e Si v # 0, se puede tener (v,v) > 0 (vector temporal),
(v,v) < 0 (vector espacial) o incluso (v, v) = 0 (vector nulo)
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Simetrias del Espaciotiempo

@ En la relatividad especial, todas las leyes de la fisica deben
quedar invariantes bajo el grupo de las transformaciones de
R* que preservan el producto interno de Minkowski:

0(1,3)
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Simetrias del Espaciotiempo

@ En la relatividad especial, todas las leyes de la fisica deben
quedar invariantes bajo el grupo de las transformaciones de
R* que preservan el producto interno de Minkowski:

0(1,3)

@ De hecho, a veces nos enfocamos en el grupo conexo
SO™(1,3)

que no tiene ni inversiones del tiempo ni inversiones del
espacio.
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El Espectro del Hidrégeno

e k) e i e @ Los electrones en los atomos
. de hidrégeno sélo emiten luz

a ciertas longitudes de onda:

1 1 1
:"’(,nz‘,,z)

donde n'y m son enteros
con m < n, A es la longitud
de la onda emitida y R es
una constante.

>

@ jLos electrénes sélo tiene
energias discretas!
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Dos Perspectivas

@ Planck: Un fotén con longitud de onda A tiene energia

hc
E=—
A
@ De Broglie: una particula con masa m y velocidad v debe
formar una onda de longitud A = % = g, donde p = mv es

el momento de la particula.
@ Entonces debemos tener una funcién de onda:

2mi

W(t,x) = e~ B,
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Dos Perspectivas

@ Planck: Un fotén con longitud de onda A tiene energia

hc
E=—
A
@ De Broglie: una particula con masa m y velocidad v debe
formar una onda de longitud A = n',’V = g, donde p = mv es

el momento de la particula.

@ Entonces debemos tener una funcién de onda:

2mi

W(t,x) = e~ B,

o De hecho, ii%e = Ev(t, x), donde i = £

o Ademais, —ihg—f’, = pit(t,x) para i =1,2,3.
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Las armonias elementales

@ Recordar: e = cosf + isenf (si 6 € R).

lmAi X
e'’=cos ¢ +ising

sin ¢

-1.00
0.00 1.0

1.00-1.0
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Las armonias elementales

@ Recordar: e = cosf + isenf (si 6 € R).

, . mA
@ Las armonias elementales son las funciones ml, = cos ¢ +isin g

eg . R—=-C,yeR sin g

X = 2™ = cos(2myx) + i sen(2myx) e g T
1.00
0.00
-1.00
0.00 1.0

0.50 0.0

1.00-1.0
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Dos Perspectivas

@ Férmula clasica para la energia total de una particula:

H(p, x) = 2an +V(x)

donde m es su masa, x es su posicién, y p es su momento.

@ Schrodinger: p; <> —ih%, dando la ecuacién diferencial:

L0 K2
'ha = _%Ad}(xv t) + V(x)¥(x,t)

donde
9?2 9?2 9?2
A=+t 5+55
ox;  Oxy  0x3
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Dos Perspectivas

@ Heisenberg: momento y posicién deben ser matrices p y g que
satisfacen:

pq—qp =ih

Matthew Dawson Los grupos de Lie y la mecdnica cudntica



Dos Perspectivas

@ Heisenberg: momento y posicién deben ser matrices p y g que
satisfacen:

pq—qp =ih

@ Tanto Heisenberg como Schrodinger predicen el espectro del
Hidrégeno correctamente.
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Dos Perspectivas

@ Heisenberg: momento y posicién deben ser matrices p y g que
satisfacen:
pq—qp =ih

@ Tanto Heisenberg como Schrodinger predicen el espectro del
Hidrégeno correctamente.

@ ;jCual es la perspectiva correcta?
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Una Formalizacién

John von Neumann (1903-1957) Paul A. M. Dirac (1902-1984)
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Espacios Vectoriales Complejos

@ Esencialmente, un espacio vectorial complejo es un
conjunto V do vectores donde hay una operacién de suma de
vectores (es decir, si u,v € V, tenemos un vector u +v € V)
y se puede multiplicar los vectores por nimeros complejos (es
decir, siA € Cy v € V, tenemos un vector Av € V.
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Espacios Vectoriales Complejos

@ Esencialmente, un espacio vectorial complejo es un
conjunto V do vectores donde hay una operacién de suma de
vectores (es decir, si u,v € V, tenemos un vector u +v € V)
y se puede multiplicar los vectores por nimeros complejos (es
decir, siA € Cy v € V, tenemos un vector Av € V.

@ Hay condiciones técnicas:

Qviw=w+tv

Q Existe0eVconv+0=0+v
Qvt+(wt+z)=(v+w)+z
Qv+ (-1)v=0

Q av+bv=(a+ b)v

Q (ab)ev = a((bc)v)

Q@ Nv=v
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Ejemplos de Espacios Vectoriales Complejos

@ Los nimeros complejos C con suma y multiplicacién por
nimeros complejos.

o El espacio
C"={(a1,...,an) | a1,...a, € C}

donde la suma es entrada por entrada y la multiplicacién
escalar es entrada por entrada: por ejemplo, en C2, la suma es:

(a1, a2) + (b1, b2) = (a1 + b1, a2 + b2)
y el producto por escalares es:

/\(31, 32) = ()\31, )\32).
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Ejemplos de Espacios Vectoriales Complejos

o El espacio
(]R) {f: R—HC\/ dx<oo}

con la suma:
(f +g)(x) = f(x) + &(x)

y producto por escalares:

(Af)(x) = Af(x)

Matthew Dawson Los grupos de Lie y la mecdnica cudntica



Productos Internos

@ Los productos internos para espacios complejos se ven
diferente. Por ejemplo, en C? se define por:

((a1,a2), (b1, b2)) = a1b1 + axby

donde Z representa la conjugaciéon compleja de z.

e El producto interno en L2(R) se define por:

r.e) = [ " F(0g(dx
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Espacios de Hilbert

Definition

Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial complejo H con
producto interno que ademds es completo como espacio métrico
con la siguiente métrica:

d(v,w) =+ (v—w,v—w)

para todo v, w € H.
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Espacios de Hilbert

Definition

Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial complejo H con
producto interno que ademds es completo como espacio métrico
con la siguiente métrica:

d(v,w) =+ (v—w,v—w)

para todo v, w € H. (Es decir, toda sucesién de Cauchy converge.)

Matthew Dawson Los grupos de Lie y la mecdnica cudntica



Espacios de Hilbert

Definition

Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial complejo H con
producto interno que ademds es completo como espacio métrico
con la siguiente métrica:

d(v,w) =+ (v—w,v—w)

para todo v, w € H. (Es decir, toda sucesién de Cauchy converge.)

e Ejemplo:

[2(R) = {f : R—HC\/ ? dx < oo}
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Simetrias de Espacios de Hilbert

@ Las simetrias de espacios de Hilbert se llaman operadores
unitarios.

@ Si H es un espacio vectorial complejo con producto interno,
un operador unitario es una funcién invertible

U:H—-H
tal que
Q U(v+w)=U(v)+ U(w)

@ U(\w) = AU(v)
O (v,w) = (U(v), U(w))
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Simetrias de Espacios de Hilbert

@ Se denota por U(H) al grupo de transformaciones unitarias de
HaH.
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Simetrias de Espacios de Hilbert

@ Se denota por U(H) al grupo de transformaciones unitarias de
HaH.

@ Ejemplo: C" con producto interno estandar

U(C") == U(n) = {X € M(n,C) | X*X = I}
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Mecanica Cudntica en Dos Minutos (Segtn Dirac y von

Neumann)

o El estado de un sistema cudntico es un vector ¢ # 0 en un
espacio de Hilbert H, salvo que el vector ¢ y cualquier
multiplo escalar Ay representan el mismo estado cudntico
para cualquier nimero complejo A # 0.
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Mecanica Cudntica en Dos Minutos (Segtn Dirac y von

Neumann)

o El estado de un sistema cudntico es un vector ¢ # 0 en un
espacio de Hilbert H, salvo que el vector ¢ y cualquier
multiplo escalar Ay representan el mismo estado cudntico
para cualquier nimero complejo A # 0.

@ Un observable del sistema es un operador lineal autoadjunto
A:H—H.
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Mecanica Cudntica en Dos Minutos (Segtn Dirac y von

Neumann)

o El estado de un sistema cudntico es un vector ¢ # 0 en un
espacio de Hilbert H, salvo que el vector ¢ y cualquier
multiplo escalar Ay representan el mismo estado cudntico
para cualquier nimero complejo A # 0.

@ Un observable del sistema es un operador lineal autoadjunto
A:H—H.

@ Si Y € H es un estado y
AlY) = X

para alglin nimero complejo A € R, entonces al medir el
observable A del sistema en el estado v, siempre se
obtendrd el valor A.
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Mecanica Cudntica en Dos Minutos (Segtn Dirac y von

Neumann)

o El estado de un sistema cudntico es un vector ¢ # 0 en un
espacio de Hilbert H, salvo que el vector ¢ y cualquier
multiplo escalar Ay representan el mismo estado cudntico
para cualquier nimero complejo A # 0.
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Mecanica Cudntica en Dos Minutos (Segtn Dirac y von

Neumann)

o El estado de un sistema cudntico es un vector ¢ # 0 en un
espacio de Hilbert H, salvo que el vector ¢ y cualquier
multiplo escalar Ay representan el mismo estado cudntico
para cualquier nimero complejo A # 0.

@ Un observable del sistema es un operador lineal autoadjunto
A:H—H.
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Mecanica Cudntica en Dos Minutos (Segtn Dirac y von

Neumann)

o El estado de un sistema cudntico es un vector ¢ # 0 en un
espacio de Hilbert H, salvo que el vector ¢ y cualquier
multiplo escalar Ay representan el mismo estado cudntico
para cualquier nimero complejo A # 0.

@ Un observable del sistema es un operador lineal autoadjunto
A:H—H.

@ Si Y € H es un estado y
AlY) = X

para alglin nimero complejo A € R, entonces al medir el
observable A del sistema en el estado v, siempre se
obtendrd el valor A.
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Simetrias Cuanticas

Theorem (Wigner)

Cualquier biyeccion U : H — H de un espacio de Hilbert que
preserve los angulos entre todos los vectores es un mapeo unitario
o antiunitario.
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Representaciones

@ Los grupos actlian sobre espacios vectoriales mediantes las
representaciones.

@ Si H es un espacio de Hilbert, una representacion unitaria
de un grupo G es una aplicacién 7 : G — U(H) tal que:

(gh) = 7(g) o w(h)

@ Las representaciones unitarias se descomponen en sumas de
representaciones irreducibles.
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Representaciones Irreducibles

@ jLas representaciones irreducibles del grupo de traslaciones R
son precisamente las armonias elementales!:

e . R=C,yeR

x = e¥™¥X = cos(2myx) + i sen(2myx)

o Las representaciones irreducibles del grupo de traslaciones R3
son parecidas:

en :R3>5 C,ueR3

Vi e2miuv cos(2mu - v) + isen(27u - v)

@ Asi se explican las ondas de Schrodinger y de Broglie.
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Representaciones Irreducibles

@ Hay una representacion irreducible 7; del grupo SO(3) de
dimensién 2j + 1 para cada j = 0,1,2,.... Corresponde a un
sistema con momento angular total de h\/j(j + 1).
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Representaciones Irreducibles

@ Hay una representacion irreducible 7; del grupo SO(3) de
dimensién 2j + 1 para cada j = 0,1,2,.... Corresponde a un
sistema con momento angular total de h\/j(j + 1).

@ Hay que considerar las representaciones irreducibles del grupo
SU(2) que es el doble-cubriente de SO(3). Sus
representaciones irreducibles 5 existen para
s=0,1/2,1,3/2,... y son de dimensién 2s + 1y
corresponden a sistemas con momento angular total de
hi/s(s +1).
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